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Vorwort Seite Il

Vorwort

Der Lehrplan fur den Mathematikunterricht an Gymnasien fordert bereits in der achten
Klasse die Bestimmung von Nullstellen von einfachen linearen Funktionen. Diese
Aufgabenstellung wird in den folgenden Klassenstufen mehrfach aufgegriffen und vertieft
und findet den schulische Abschlufd im Grundkurs 12/I1 mit dem Thema ,, Numerische
Verfahren (Ergénzungsthema zur Analysis)“. Der Lehrplan Gymnasium empfiehlt dabei:

,.Bei der Behandlung dieses Themas sollte auf den Einsatz eines Computers

bzw. programmierbaren und grafikféhigen Taschenrechners nicht verzichtet

werden. Dabei kdnnten sowohl vom Schiler selbst entwickelte Programme

als auch Standardsoftware (Funktionenplotter, Tabellenkalkulation)

verwendet werden.*
An dieser Stelle setzt meine Hausarbeit an. Neben der mathematischen Beschreibung der
Iterationsverfahren wurden diese mit den Mathematikprogrammen DERIVE, MathCad
und MAY A umgesetzt. Die komplexen Mathematikprogramme Mathematica, Maple und
MathLab kamen nicht zum Einsatz, da ihre Bedienung schwierig und ihr Einsatz an
Schulen hochst unwahrscheinlich ist. Um keine Bindung an eine Programmiersprache
vorzunehmen, habe ich Struktogramme zu den verschiedenen Verfahren eingebunden.
Das Programm DERIVE wurde ausgewdhit, da es schon an vielen Schule eingesetzt
wird. MathCad 99 bietet sich aufgrund seiner einfachen Bedienung unter WINDOWS
und seines gunstigen Preises an. Das Programm MAYA gehoért zu [8] und wurde

ausschliefdich zu Visualisierungzwecken geschrieben.

Auf der beiliegenden Diskette finden Sie den Sourcecode der beschriebenen Beispiele fur
die beiden Programme DERIVE und MathCad. Das Programm MAYA daf aus

urheberrechtlichen Griinden nicht weitergegeben werden.

Herzlich danken méchte ich meinem Gutachter Herrn Prof. Dr. A. Meyer fur Hinweise

und Diskussionen zu mathematischen Teilfragen.

Chemnitz, den 29. M&rz 1996 Tino Hempel
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1 Einleitung Seitel

1 Einleitung
Zu enem Grundproblem der Mathematik gehért unter anderem folgende
Aufgabenstellung:
In einem Interval [a, b] sai ene redle Funktion f:[a, b] ® R mit ener redlen
Veranderlichen x definiert. Gesucht sind Zahlen x, 1 [a, b] mit f(x,) = 0. Solche Zahlen
nennt man Nullstellen der Funktion f(x) bzw. Lésungen (Wurzeln) der Gleichung
f(x) = 0. Die Frage, ob und wieviel solche Zahlen x, existieren, hangt von der gegebenen
Funktion f(x) ab.
Bereits in der Schule werden Méglichkeiten der Berechnung dieser Zahlen x, behandelt,
alerdings nur fir spezielle Funktionen f(x). Fir den Spezialfall eines algebraischen
Polynoms der Gestalt
fx)=g ax", alR, ato,
k=0
suchten die Mathematiker lange Zeit nach geeigneten Losungsformeln. Fir den Fall
I = 1 erh&lt man eine lineare Gleichung a;x + ap = 0 mit a; * 0. Die gesuchte Nullstelle
exgib sich damit 2u x, = - 2.
1
Die aus der Schule bekannte algemeine Ldsungsformel fir quadrati sche Gleichungen

2

=Py [P
5t q

4

X1,2

2

18Rt sich zum Lésen des Polynoms x° + px + g = O verwenden; sie liefert fur % qe 0

reelle Losungen.

Auch fiir kubische Gleichungen der Form x° + axx® + a;x + a, = 0 und Gleichungen
vierten Grades der Form x* + asx® + ax® + a;x + ap = 0 lassen sich noch Formelsitze
angeben. Allerdings sind diese sehr schwer zu handhaben, da in mehreren Schritten und
mit Fallunterscheidungen gearbeitet werden muf3. Fir allgemeine Polynome fiinften oder

héheren Grades wiesen GALOIS' (1832) und ABEL? (1829) unabhangig voneinander nach,

! Evariste Galois (1811 - 1832), franzosischer Mathematiker
2 Niels Hendrik Abel (1802 - 1829), norwegischer Mathematiker
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dald diese nicht formelméldig durch Wurzelausdriicke |6sbar sind. Auch nichtlineare
Funktionen lassen im dlgemeinen keine Bestimmung von Nullstellen mittels
Losungsformeln oder elementaren Umformungen zu. Die gesuchten Wurzeln errechnet
man dann haufig durch numerische Algorithmen néherungsweise. Diese numerischen
Algorithmen heiBen lterationsverfahren. Iterieren® im Sinne des Ldsens der Gleichung
f(x) = O bedeutet, eine bestimmte mathematische Vorschrift solange zu wiederholen, bis
die gesuchte Nullstelle exakt oder mit einer vorgegebenen Genauigkeit gefunden ist.

Dazu wird eine erste grobe Lokalisierung der Nullstelle bendtigt.

2 Lokalisierung der Nullstellen

2.1 Begriffsbestimmung

Eine Lokalisierung der Nullstelle wird durchgefiihrt, um einen Uberblick iiber die Lage
der Nullstellen von f(x) zu erhalten. Des weiteren ist jede Nullstelle in ein hinreichend
kleines Intervall einzuschlief3en, so dal? im Inneren keine weitere Nullstelle liegt. Sind fur

eine vorgegebene Funktion f(x) Intervale

I :{x:|x- an|£rn}
bekannt, in denen jewells nur eine Nullstelle x, von f(x) liegt, so sagt man, die Nullstellen
von f(x) sind lokalisiert. Eine gute Lokaliserung liefert bereits erste grobe

Naherungswerte fur die gesuchten Nullstellen. Im folgenden werden zwel Methoden der

L okalisierung angegeben.

2.2 Die grafisches Methode

2.2.1 Beschreibung
Die einfachste Variante der Lokalisierung von Nullstellen einer Funktion ist die grafische

Methode. Dazu zeichnet man mit Hilfe ener Wertetabelle und anaytischer
Untersuchungen den Graphen der Funktion y = f(x) moglichst genau. Aus der grafischen
Darstellung kdénnen nun die gesuchten Intervalle fir die Nullstelle abgelesen werden. Fur

das Anfertigen einer Skizze von Hand ist es oft gunstiger, die Gleichung f(x) = 0 in die

% iterare (lat.) = wiederholen
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Form fi(x) = f»(x) zu bringen. Die Intervalle fur die gesuchten Nullstellen der Funktion
f(x) lassen sich dann aus den Schnittpunkten der Funktionen f1(x) und f,(x) ablesen.

NatUrlich kann fir die grafische Darstellung auch ein geeignetes Computerprogramm
genutzt werden. Hierbel sollte beachtet werden, dal3 solche Programme den Graphen nur
durch Berechnung von einzelnen Punkten und anschlief3ender Interpolation zeichnen.
Deshab kann es in Bereichen von Polstellen und starken Veranderungen der Funktion zu

Ungenauigkeiten der Darstellung kommen.

3

: fFix) = 17x
21 ; ;

......................................

Abb. 1: Darstellung der Funktion y = 1/x mit x T [-10, 10] durch das Programm Matheass 6.3. Das
Programm erkannte die Polstelle bei x = 0 nicht. Die falsch eingezeichnete Gerade offeriert eine
nicht vorhandene Nullstelle.

Beispiel 1:
Fur die Funktion f mit
f(x)=x>- 3x+1
soll auf grafischem Wege eine Lokalisierung der Nullstellen erfolgen. Esist dso die
Gleichung
0=x"- 3x+1
zu |6sen. Es bietet sich eine Umformung dieser Gleichung zu
x°=3x-1
an. Damit ergeben sich die beiden zu zeichnenden Funktionen
fy mit f,(x) =x° und

fo mit f,(x) =3x- 1.
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Aus der Abb. 2 lassen sich nun folgende Intervalle ablesen:
I,=1[-1,5; -1,3], I,=10,2; 0,4], Is=1[1,2; 1,3].

¥

Abb. 2: Grafische Nullstellenbestimmung der Funktion f(x) = x>-3x+1

2.2.2 Funktionsdarstellung mit dem Programm MAYA
Um mit dem Programm MAYA zwel Graphen zu zeichnen, wahlt man den Mentpunkt

Funktionen - Kurve mehrerer Funktionen aus. In der erscheinenden Eingabemaske
missen die Funktionen in PASCAL-dhnlicher Syntax eingegeben werden. Als
Grundrechenoperatoren finden die Symbole ,+*, -, ,** und ,/* Verwendung.
Aullerdem gilt als Potenzierungsoperator das Symbol . Weiter vordefinierte
Operatoren sind in der Hilfe und in [8] aufgelistet.

Die beiden Funktionen f1(x) und f(x) werden mit Definitions- und Wertebereich in die

Maske eingegeben und schliefdich mit F2 gezeichnet.

2.2.3 Funktionsdarstellung mit dem Programm DERIVE
Fur die Darstellung mit DERIVE mussen die beiden Funktionen zundchst im Algebra-

Fenster eingegeben werden. Anschlief3end erfolgt die grafische Darstellung mit den
Tastenkombinationen Plot - Plot. Hierbel mul3 die zu zeichnende Funktion im Algebra-
Fenster gewahlt sein. Das Resultat zeigt Abb. 2.
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2.2.4 Darstellung mittels MathCad
In MathCad kénnen die Funktionen direkt auf dem Arbeitsfeld erstellt werden. Dazu sind
zuerst der Definitionsbereich und anschlief3end die beiden Funktionen einzugeben. Die
grafische Darstellung erfolgt nach Wahl des entsprechenden Symbols in der Tool-Box
und der Eingabe der Achsenbeschriftungen.
Beispiel 2:

Gegeben sei die Funktion: f(x) := x*>- 3% - 1 mit x:=-1.5-1.49 .. 1.5

Man bildet daraus die Funktionen f(x) := x> und

foX) :=3x+1
Die grafische Darstellung IaRt eine Einschreibung der Nullstellen die Intervalle
X11 [-1.5,-1], x> 1 [-0.5, 0] und x5 1 [1, 1.5] zu.

10

X, X

Abb. 3: Grafisches Lokalisieren mit MathCad

2.3 Bisektionsverfahren - Intervallhalbierungsmethode

2.3.1 Beschreibung
Das Bisektionsverfahren baut auf den aus der Analysis bekannten Satz von BoLzAaNO*
Uber die Existenz einer Nullstelle einer Funktion auf. Dieser besagt, dal? bei Forderung

der Stetigkeit der Funktion f:[ao, bo] ® Rund der Bedingung f (a,) xf (b,) <O immer
mindestensein X" 1 (a,,b,) mit f (x") =0 existiert. Unter dieser Voraussetzung |43t sich

leicht eine Vorschrift ableiten, die das Intervall fortwahrend so verkleinert, dal? darin eine
Nullstelle von f(x) liegt.

“ Bernhard Bolzano (1781 - 1848), bohmischer Relegionsphilosoph und Mathematiker
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Bel der Intervallhalbierungsmethode wird, wie der Name schon sagt, das Intervall in der
Mitte geteilt. Aus dem Vorzeichen des Funktionswertes am Mittelpunkt wird
geschlossen, in welchem der beiden Teilintervalle sich die gesuchte Nullstelle befindet.
Der Mittelpunkt x; des Intervalls ergibt sich aus dem Ausgangsintervall [ao, bg] durch
X, = a, +h,
2

Ist nun nicht zuféligerweise f(x;) = 0 und x; damit die gesucht Nullstelle, so bestimmt

man nun das Tellinterval, indem die Nullstelle liegt. I1st f (a,) xf (x;) <O, so liegt die
Nullstelle in [ag, Xi]. In diesem Fall wird a; = ap und b; = X, gesetzt. Gilt jedoch
f (a,) xf (x;) >0, so liegt die Nullstelle in [x1, bo]. Damit wird a; = Xo und by = b
gesetzt. Anschlieffend berechnet man den Mittelpunkt des neuen Intervalls [a;, bs] mit
und bestimmt analog [a,, by]. Nach k Schritten ist eine Nullstelle im Intervall [ax, by]
eingeschlossen. Dieses hat die Lange |b, - a,|=2 “|b, - &,
Das Verfahren wird solange fortgesetzt, bis entweder f(x) = O oder das Intervall ,klein
genug” ist. Dies kénnte sein, wenn

[%1- X <€ D
gilt, wobel e ene vorzugebende Grofe sein mul3. Man spricht in diesem Fall von der
absoluten Abweichung zweier aufeinanderfolgender Naherungswerte. Eine andere
Variante ist zu prufen, ob der Funktionswert gentigend kleinist, d. h. ob

If(x)l<e @)
gilt. Natdrlich kann die Methode abgebrochen werden, wenn ene vorgegebene
Schrittzahl erreicht ist, d. h. wenn

k3n 3
gilt. Die Vorschriften (1), (2) und (3) heilen Abbruchkriterien.

Die Intervallhalbierungsmethode kann nattirlich auch zur Bestimmung von Nullstellen
genutzt werden. Allerdings sind hierflr viele Schritte erforderlich, um hinreichend
genaue Angaben machen zu konnen. Deshab wird die Methode nur zur groben

Anndgherung an die Nullstelle genutzt.
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2.3.2 Programmierung
Die Bisektionsmethode ist relativ einfach zu programmieren. Als Abbruchkriterium

wurde die Variante |f(X,)|<e ausgewdhlt. Eine Kontrolle der Eingangsbedingung
f(a,) xf (b,) <O erfolgt nicht. Das folgenden Struktogramm soll den Ablauf

verdeutlichen:

Genauigkeite eingeben

Intervallgrenzena und b mit f(a) - f(b) <0 eingeben
WIEDERHOLE | x:=(at+h)/2

f(a) - f(b) < O
ja nein

b:=x a: =X
BIS f(x) =0 oder [f(x)|<€

Ausgabe x

Struktogramm 1: Das Bisektionsverfahren

2.3.3 Visualisierung mittels MathCad
Leider 183 das Programm MathCad 3.1 keine Programmierung zu, so dad die

Intervallhalbierungsmethode fir jeden Schritt erneut eingegeben werden mul3. Das
folgende Beispid ist in der Datei ,,BI SECT. McD* gespeichert und stellt eine mogliche
Visualiserung dar. Es wurden zur Verkirzung der Darstellung alerdings nur 4
Hal bierungsschritte durchgefihrt.

Beispiel 3:

Gegeben sei die Funktion: f(x) :=5 - (x -1)2 Definitionsbereich: x :=-2,-1.9 .. 4
Die grafische Darstellung der Funktion liefert:

L —~

- ~

~

f(x) 0

-2 -1 0 1 2 3 4

X
Fuhren nun das Bisektionsverfahren aus, um die positive Nullstelle zu lokalisieren. Dazu

werden zuerst die Intervallgrenzen ao und b, eingegeben.
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a:=3 by:=4
: ; ; . ._3gthg _
Es erfolgt die Bestimmung des Mittelpunktes z des Intervalls: z.—T z=35

Die grafische Darstellung zeigt die beiden Intervallgrenzen sowie den Mittelpunkt:

5

-5
25 3 35 4 4.5

Bestimmen zuerst den Funktionswert an der Stelle z und prifen die Abbruchbedingung
f(2)] < e:
[f(z)| = 1.25 ist groRRer als e = 0.01

Da Bedingung noch nicht erflillt ist, erfolgt die Bestimmung der neuen Intervallgrenzen:
ao := wenn(f(z)*(ap)<0,a9,2) b, := wenn(f(z)*(ag)<0,z,bg)
=3 bo=3.5

Bestimmung der neuen Zwischenstelle und des zugehdrigen Funktionswertes:

ay +bg

z:= z=3.25 f{(z)=-0.063

Die grafische Darstellung ist dann diese:

5

-5
25 3 35 4 4.5

Die Fortsetzung dieser Schrittfolge liefert schliellich die folgenden zwei graphischen

Darstellungen.
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—10
25

3

35

2.3.4 Darstellung mittels DERIVE
Die Visualiserung des Bisektionsverfahren mit DERIVE soll in drei Stufen erfolgen. In

—10

25

35

der ersten Stufe berechnet das Programm nach Eingabe der Grenzen des gegebenen

Intervalls den zugehdrigen Mittelpunkt und die Funktionswerte an den Intervallgrenzen

sowie am Mittel punkt. Dazu wurde eine Matrix der Gestalt

MD:D> D> (D> (D> D> D> D> (D> (D> (D~

n a.n

a

" f(a)"

f(a

n ml
a+b
2

("

fg;@+b('j

"
b
" f(b) "

f(b)

oo\ o\nononooo oo cr

definiert. Die erste und dritte Zeile gibt den in Klammern stehenden Text aus. In der

zweiten Zeile werden die Intervallgrenzen sowie der berechnete Mittel punkt ausgegeben.

Die letzte Zeile berechnet den jeweiligen Funktionswert. Der Anwender entscheidet nun

salbst, welches der beiden Tellintervalle im weiteren betrachtet werden mufR.

Beispiel 4:

Gegeben sei die Funktion f(x) = x* - 3. Die Funktion besitzt im Intervall x T [1, 2]

eine Nullstelle, die mittels Intervallschachtelung lokalisiert werden soll. Unter

Verwendung der Datel ,,BI SECT_1. MTH* erhdt man folgenden Ablauf:

"Di e Funktion ist gegeben durch:"
f(x):= x> - 3

"Die Intervallgrenzen sind:"
1
2

a
b :=

"Damit ergibt sich die Matrix zu:"
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g a m b ﬂ
é 1
I
é 1
g f(a) f(m f(b) ﬂ
é 3 1
P - 2 - — 1 7.
& 4 t

"Danmit wird die neue Intervallgrenze:"

3
a: = >
"Ei ne weitere Berechnung ergibt:"
e u
é a m b (
e 7 u
é 3 — 2 q
e 2 4 4
é a
€ f@ fm fv J
¢ 3 1
§ 4 16 v
"etc."

Nach Durchfihrung dieser zwel Schritte muf3 sich die gesuchte Nullstelle innerhalb

des Intervalls x, 1 [%%] befinden. a

In der zweiten Stufe wird dem Anwender die Entscheidung der Auswahl des

Tellintervalls abgenommen. Dazu wird die Funktion
BISECT_AUX(u,x,a,b,c):= IFfimuximu<0,[a,c][c,d]3 ®
X® a X® ¢

in DERIVE definiert. Diese prift, ob das Produkt der Funktionswerte der Funktion
u(x) = f(x) an der ersten Intervallgrenze a und der Mittel punktsstelle ¢ kleiner as Null ist,
und legt das neue Intervall dem Verfahren entsprechend an. Im Anschlul® wird der neue
Mittelpunkt bestimmt und das Verfahren wiederholt, bis die erforderliche Schrittzahl

erreicht ist. Auch dieser Schritt 183 sich in DERIVE mit der Funktion
BISECT(u,x,a,b,n):= ITERATESBISECT_AUX ---

ELEMENT(v,1) + ELEMENT(v,2)§
> é,v,[a,b],n]

e
+-§lx, ELEMENT(v,1), ELEMENT(v.2),

durchfihren. Das Ergebnis des Programms ist eine Liste der betrachteten Intervalle.

° Die definierte Funktion berechnet den Funktionswert u(a) Uber den Grenzwert. Diese Vorgehensweise ist aus
programmtechnischen Griinden giinstig und wird in allen weiteren DERIV E-Sitzungen genutzt.
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Beispiel 5:
Gegeben sei die Funktion u(x) = x* + 5x* + 2 . Die Funktion besitzt im Intervall
x1 [0, 1] eine Nullstelle, die mittels Intervallschachtelung in funf Schritten lokalisiert
werden soll. Unter Verwendung der Datel ,,BI SECT_2. MrH' erhdlt man folgenden
Ablauf:

"Cegeben ist die Funktion u(x) = x"3 + 5*x"2 + 2"

"Starten das Verfahren in den Genzen [0, 1] nmit 5 Schritten”
BISECT(x® - 5x*> + 2, x, 0, 1, 5)

"Die Approxinmation liefert die Matrix:"

¢ 0 1 U
é u
é 05 075 0
e u
é 0.625 0.75 G
€ 0625 06875 U
(S u
g0625625 06875 .

Die dritte Stufe baut unmittelbar auf die zweite auf. Es wird die erhaltene Liste in
grafisch darstellbare Intervalle umgewandelt und schliefdich gezeichnet. Die dazu

notwendige Funktion lautet:

PUNKTE(matrix):= ---
éé __ DIMENSION(matrix) - i J u
ééEL EMENT (matrix,i,1) 100 G a
... VECTORE& _ . 0i,1, DIMENSION(matrix)U
AA ... DIMENSION(matrix) - i u
CCELEMENT (matrix,i,2) y J
g 100 9! o!

Sie erzeugt einen Vektor von 2° 2 Matrizen, die jewells den Start- und Endpunkt eines
Intervalls bezeichnen. Damit die Intervalle in der Grafik nicht Ubereinander gezeichnet
werden, erfolgt eine Aufspaltung der Intervalle, wobei das kleinste unmittelbar auf der
Abszisse gezeichnet wird und die anderen dartber.

Beispiel 6:

X

Gegeben sai die Funktion u(x) = 2° - 4x. Die Funktion besitzt im Intervall
x 1 [0, 1] eine Nullstelle, die mittels Intervallschachtelung in sechs Schritten grafisch
lokalisiert werden soll. Unter Verwendung der Datel ,BI SECT_3. MTH* erhdt man

folgenden Ablauf:
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"Cegeben ist die Funktion u(x) = 2°x - 4x"
Ux) :=2%- 4-x
BI SECT(2* - 4-x, x, 0, 1, 6)

é 0 1 0
é (
s 0 05 &
é 025 05 0
e u
g 025 0375 4
€ 025 03125 U
e u
2028125 03125

8296875 03125 f

PUNKTE( mat ri x)

"Cegeben ist die Funktion u(x) = x"3 + 5*x"2 + 2"

"Starten das Verfahren in den Genzen [0, 1] nmit 5 Schritten”
BISECT(x® - 5x* + 2, x, 0, 1, 5)

"Die Approxinmation liefert die Matrix:"

¢ 0 1 q

é G

& 05 075
ML 0625 075
€ 0625 06875 U

u

2625625 06875 |
PUNKTE( mat ri x)

é& 00610 00501 €025 004(] 025 003 €025 002(] €.28125 0.01(] €0.296875 Ol
@8 006(] @5 005(]@05 004(] @375 003(] E.3125 002(]§03125 001f] @ 03125 OfY

Die grafische Darstellung ergibt:

18,86
i@a.es
18.m8a
ia.az . — ..
S Y - —
S I | A
a.z .4 A.6 8.8 1

Abb. 4: Visualisierung des Bisektionsverfahrens mittels DERIVE. Die gegebene Funktion u(x) liefert
den roten Graphen. Damit sich die farblich markierten Intevalle nicht Uberdecken, wurden sie
in Absténden dargestellt.
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3 Iterationsverfahren

3.1 Vorbemerkungen
Betrachtet wird nun wieder das Problem des L 6sens der Gleichung

f(x) =0 4
fur eine in einem Interval [a, b] gegebene redlle Funktion f(x) mit ener redlen
Veranderlichen x. Da das direkte Lésen von (4) nicht moglich ist, bringt man die
Gleichung auf die Form

X =9(x). ©)
Dies kann z. B. durch Aufldsen der Gleichung f(x) = O nach x geschehen. Dieses

»herausziehen* eines x kann bel einer Funktion f(x) zu verschiedene g(x) fuhren.

Beispiel 7:

Gegeben sai die Funktion f(x) = x° - 3x + 1 = 0. Mégliche Umformungen sind:

5+1
8 x=" b)x:41/3-1, x < 0 oder x®
3 X 3

c)ngx_l X1 0 d) x=3/3x-1

N

Den Ausdruck (5) kann man sich einfach grafisch veranschaulichen. Dazu werden in ein
Koordinatensystem die beiden Graphen fi(x) = x und f5(x) = g(x) im Interval [a, b]
gezeichnet. Die Gleichung x = g(x) ist genau im Schnittpunkt der Graphen erfullt.

Ny |
y =f(x)

+8.5

a.5 1
Abb. 5: Graphische Deutung der Gleichung x = g(x)

Der die Gleichung x = g(x) erfillende Abszissenwert X heif}t Fixpunkt von g(x). Es gilt
dso x = g(x). Die Funktion g(x) kann auch mehrere Fixpunkte besitzen. Bei der

aquvivalent Umformung von f(x) = 0 zu x = g(x) werden aus den Nullstellen von f(x) die
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Fixpunkte von g(x). Ist die Umformung nicht &quivalent, z. B. Wurzelziehen und
Quadrieren, so kbnnen Fixpunkte verloren gehen.
Beispiel 8:

Gegeben s die Funktion f(x) = x° - 3x + 1 = 0. Die Umformungen

5
Q) x=2 ;1 liefert drei Fixpunkte /

1 1 —
b) x =4/3- =, x<00derx3§ 1
X

liefert zwei Fixpunkte 1 1

3.2 Allgemeine lIteration - Sukzessive Approximation
3.2.1 Mathematische Beschreibung
Das Iterationsverfahren besteht aus einer Vorschrift
Xkr1 = 9(Xk), k=0,1,2, ..,
die mit Hilfe eines Startwertes xo 1 [a, b] eine Zahlenfolge {x}1 [a, b]
liefert, wenn die Funktion g(x) das Intervall [a, b] in sich abbildet. Gesucht

werden dabel solche Iterationsvorschriften, bei denen die erhaltene Folge

gegen den Fixpunkt von g(x) konvergiert.

Das heildt, man tastet sich ausgehend von einem Startwert X, schrittweise an den
Fixpunkt heran und zwar so, dal3 sich das neue Argument x.; der Funktion g aus dem
Funktionswert des alten Argumentes x, ergibt.

Beispiel 9:

1
Sa f(x)= Elnx +2x- 2, mit0,5£ x £1,5. Eine Umformung ergibt
g(x) =1- %Inx und damit das lterationsverfahren zu

X sq = 1- %Inxk k=0, 1 .... Der Startwert sei Xxo=0,8.
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Xk

Xk

0,8
1,055785888
0,9864286483
1,0034116071
0,9991474376
1,000213232

aa A W N » O ®

0,9999466978

0,9999966685

k
6
7 1,000013326
8
9

1,000000833

10 0,9999997918

11 1,000000052

Tab. 1. N&herungswerte

Bei Fortsetzung der Iteration ergibt sich der Fixpunkt x = 1, d. h. die Funktion f(x)
hat ihre Nullstelle bel x = 1. Die Probe bestétigt diese Aussage.

Das eigentliche Problem ist aber, eine Iterationsvorschrift zu finden, bel der die erhaltene

Zahlenfolge gegen den Fixpunkt von g(x) konvergiert. Um dafir ein Kriterium zu

bestimmen, betrachtet man zundchst den Fehler der iterierten Werte und den Faktor der

Fehlerverkleinerung q. Dieser wird auch as Konvergenzfaktor g mit

|Xk+1' X*|EQ|Xk - X*|,

mitO£qg<1

bezeichnet. Fiir das Beispi 9 ergibt sich mit Kenntnis des Fixpunktes X' = 1 folgende

Tabdle:
kK [x-X| M (gerundet) [k [xc- X| M (gerundet)
[X2q = X [X2q = X

0 02 6 0,000053302 4,00045

1 0,055785888 3,58514 7  0,000013326 3,99985

2 0,013571351 4,11056 8 0,000003331 4,00060

3 0,0034116071 3,97799 9 0,000000833 3,99880

4 0,000852562 4,00159 10 0,000000208 4,00481

5 0,000213232 3,99828 11 0,000000052 4,00000

Tab. 2: Fehlverhalten fir iterierte Werte aus Beispiel 9
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Man erkennt, dal’ fur die Fehlerwerte nach Tab. 1 von Schritt zu Schritt anndhernd eine

Vierteilung eintritt. FUr die Iterationsformel

Xesp = 1- %Inxk k=01 ..

ist aso in diesem Beispiel der Konvergenzfaktor q » % Je kleiner das q ist, desto besser

oder schneller  konvergiert das Verfahren, desto hoéher ist sene
Konvergenzgeschwindigkeit.

Da der neue Restfehler nach einem Iterationsschritt linear vom aten Fehler abhéangt,
spricht man auch von linearer Konvergenz. Noch besser as diese lineare Konvergenz ist
aber, wenn der neue Fehler quadratisch bzw. noch stérker vom alten Fehler abhéngt, also

e.. £0el mit p>1

Die Kenngroéfie p heil3t Konvergenzordnung.

Trotz dieser Feststellungen zur Konvergenz eines lterationsverfahrens ist noch nicht
deutlich geworden, wie die Konvergenz gesichert werden kann! Um dariiber Aussagen

treffen zu kdnnen, betrachte man folgendes Beispiel.

Beispiel 10:
Gegeben sai die Funktion f(x) =a Inx + bx + ¢ = 0. Daraus leitet man die
iterierféhige Form
_ . alnt>)<+c ° g(x)

her. Durch die Wahl zweier verschiedener Parameterkombinationen (a, b, c)
erhdlt man die Aufgaben:
1. Aufgabe 2. Aufgabe

a=0,125 a=5

b=2 b=2

c=-2 c=-2

Diese Parameter wurden gewahlt, damit in beiden Fallen die Lésung X' = 1

existiert, wovon man sich leicht durch Einsetzen tiberzeugen kann.
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Die beiden Iterationsvorschriften lauten
1. x:=1-0,0625 In x
2.x:=1-25Inx.
Damit ergeben sich fur den Startwert xo, = 2 folgende Rechenwerte:
ki xfur Fall 1 X fur Fal 2
0 2 2
0,9566783012 -0,732867951
1,002768006
0,9998272386
1,000010799
0,9999993251
1,000000042
0,9999999974
1,0
1,0

=

© 00 N O 0o b~ W DN

Im Fall 1 wird der Fixpunkt erreicht, im Fall 2 versagt die Iteration im
zweiten Schritt, da der Definitionsbereich von g(x) verlassen wird. Das heil3t
jedoch nicht, da3 kein Fixpunkt existiert, denn en Einsetzen von
x = 1in die Iterationsformel ergibt wieder X' = 1. Der durch die Formel

beschriebene Iterationsvorgang ist nicht konvergent.

Wie &% sich dieses Ergebnis erklaren? Unter Verwendung der Abb. 6 erkennt man in

Form einer Plausibilitétsbetrachtung:

a) Beim Fixpunkt X" und in dessen Umgebung gilt 0 < g’(x) < 1, d. h., der Kurvenanstieg
ist kleiner als 45°. Der Fixpunkt ist anziehend, gleichgultig, ob der Startwert X, kleiner
oder grofRer als der Fixpunkt ist. Die Konvergenz erfolgt monoton von links bzw.
rechts.

b) Beim Fixpunkt X und in dessen Umgebung gilt 1 < g’(x), d. h., der Kurvenanstieg ist
grofRer als 45°. Der Fixpunkt ist nach beiden Seiten abstol3end. Die iterierten Werte X
divergieren.

¢) Beim Fixpunkt x” und in dessen Umgebung gilt -1 < g’(x) < 0, d. h., der Kurvenabfall
ist kleiner als 45°. Der Fixpunkt ist anziehend. Die Konvergenz erfolgt alternierend.
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d) Beim Fixpunkt X" und in dessen Umgebung gilt g’(x) < -1, d. h., der Kurvenabfall ist
grolRer als 45°. Der Fixpunkt ist alternierend abstoRend. Die iterierten Werte X

divergieren.
|
A A -
y Yy =
|
|
|
I
|
|
I
1
1
1
1
I
1
X f > X
Xy xlxo-*xo X Xy
X
* > < <« sk >
Xy, < X X, X < X X < X,
a) b)
|
y A | VA 1
I | y=Xx
| = o(x 1
\ ! 5 =x y =g .
T |
| |
| 1
y I
______ - | N |
| _ |
: V= 8(x) ]
| 1
| |
| |
I I v
I - |
| * X 3 AV > X
X, X, X X X, Xy X X, X,
0) d)

Abb. 6: Der Fixpunkt x” einer Iterationsformel x = g(x) ist als Schnittpunkt von y = x und y = g(x)
dargestellt. Das dynamische Verhalten der Iterationsformel kommt durch das Projizieren von (X, 9(X«))
auf die Geradey = x zum Ausdruck, dann ist X1 = g(Xk)-

Also 183 sich ableiten, dald der Anstieg, d. h. die Ableitung der Funktion g(x) beim

Fixpunkt und in dessen Umgebung fir die Iterationskonvergenz bedeutsam ist. Ein
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anziehender Fixpunkt (eine kontraktive, d. h. zusammenziehende Abbildung oder
konvergente Iterationsformel) liegt vor, wenn

l"()I£q<1 (6)
beim Fixpunkt und in dessen Umgebung gilt und der Startwert aus dieser Umgebung
genommen wird. Das heil, dal3 |g’(x)| beschrankt und diese Schranke kleiner als 1 sein

muli3. Mit g wird der Konvergenzfaktor des Verfahrens bezeichnet.

L% sich diese aus de geometrischen Veranschaulichung  gefundene
Konvergenzbedingung auch mathematisch exakt zeigen? Dazu benétigt man folgende

Begriffe und Sétze.

Man sagt, eine Funktion g(x) genligt in einem Intervall [a, b] einer
Lipschitzbedingung®, wenn es eine Konstante g 3 0 derart gibt, da fir ale
x,y1 [a,b]
l9(x) - gWI£ g [x -yl
gilt. Die Konstante g heif3 Lipschitzkonstante von g(x) in [a, b].
Offenbar ist mit g auch jede Zahl grofer als g Lipschitzkonstante. Eine Funktion g(x), die
die Lipschitzbedingung erfillt, ist in diesem Intervall auch stetig und heif¥ lipschitzstetig
in[a, b].
Die Ermittlung der Lipschitzkonstanten ist im algemeinen schwierig. Es gilt jedoch
folgender Satz.
Ist g(x) in [a, b] stetig differenzierbar, so efillt g(x) dort ene
Lipschitzbedingung mit
q = max|g'(x)|.

x1[a,b]
Beweis:
Aus dem Mittelwertsatz der Differentialrechnung gilt fiir jedesx, y 1 [a, b]
190 - 9WI=lg C)x- Yl xT (a,b),
l9(x) - g(VI=[g"CAllx- yl,
19(x) - g(Y)IE£ max|g"(x)[[x- yl. O

x1[a,b]

® Rudolf Lipschitz (1832 - 1903), deutscher Mathematiker
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Besonders wichtig fir Iterationsverfahren sind Funktionen g(x), die in einem Intervall [a,
b] ene Lipschitzbedingung mit einer Lipschitzkonstanten q < 1 efillen. Solche
Funktionen werden kontraktiv in [a, b] genannt.
Somit wird damit die aus der geometrischen Veranschaulichung gewonnene
Konvergenzbedingung (6) durch die schwachere Lipschitzbedingung

() -gWI£qx-yl  mitg<1
ersetzt. Das bedeutet speziell, dal? nicht die Ableitung, sondern der Differenzenquotient
oder, anschaulich geometrisch, nicht der Anstieg der Tangenten, sondern der der Sehnen
beschrénkt sein mul3.
Damit sind ale Bedingungen fur den entscheidenden Satz Uber das Verfahren der

sukzessiven Approximation formuliert.

Banachsche Fixpunktsatz’.
Bildet eine Funktion g(x) das Intervall [a, b] in sich ab und ist sie dort
kontraktiv, so konvergiert die durch xw1 = g(x), k = 0, 1, ..., erhatenen
Folge fur jeden beliebigen Startpunkt xo 1 [a, b] gegen den eindeutig
bestimmiten Fixpunkt X von g(x) in [a, b].
Beweis:
Der Beweis erfolgt gemal3 [1] in vier Teilschritten.
(1) Dag(x)in[a, b] kontraktiv ist und dieses Intervall in sich abbildet, gilt
X1 X I=190%) - 9(X)IE AIX, - X,y
£0%X 1~ X HlE-£9%%, - X,l.
(2) Fur m >k erhdt man
X = X I=1 = Xpon) + (Xog = X o) oo+ (Xag = X))

£|X - Xm-1|+|Xm-1' Xm-2|+"'+|Xk+1' Xkl

m

£ qm- k-1|Xk+1 - Xy |+qm- 2

[Xiaa = X HF s HXpiq = X%
=(1+q+q*+ "'+qm-k-1)|xk-1' Xy |-
Fur Partialsummen der geometrischen Reihe gilt

m-k-lzl_ qm-k< 1 .
1-9 1-q

1+q+0°+---+Q



3 Iterationsverfahren Seite 21

Damit ergibt sich

X0 Xl X JE e ™
1-q 1-q

Daq < 1 vorausgesetzt wurde, unterscheiden sich x,, und x, beliebig wenig, wenn k

genligend groR ist. Das heil3t, fir die Folge Xo, X1, Xa, ... ist das CAUCHY schée®

Konvergenzkriterium erfiillt. Da[a, b] abgeschlossen ist, liegt der Grenzwert

i, =X
in diesem Intervall.
(3) Fur den Grenzwertx gilt
O£[X- g(X)I=I(X - Xyg) + (Xip - 9(X))]
X - Xl Xion - 9OOI=IX - Xy H19(%,) - (X
£|X - X, [+alx, - X|.
Fur k ® ¥ streben beide Summanden gegen 0. Daraus folgt
X - 9(X)[=0,
d. h. aber, X ist ein Fixpunkt von g(x).
(4) Xistder einzige Fixpunkt von g(x) in[a, b]. Ware ndmlich X ein weiterer Fixpunkt
mit X X, so wére
X - X[=1g(X) - 9(X)I£alx- X,
und dasist ein Widerspruch zu q < 1. O
Aus der Ungleichung (7) des Beweises folgen zwel Abschéatizungen fir den
Abbruchfehler nach dem k-tem Schritt fur m ® ¥:

k
apriori.  |X - xk|£1‘_*—q|xl- X,| 8)

aposteriori®® |x’ - xk|£ﬁ|xk ~ x| bzw. e, Eﬁdk 9)

" Stefan Banach (1892 - 1945), polnischer Mathematiker
8 Augustin Louis Cauchy (1789 - 1857), franzdsischer Mathematiker
°a priori (lat.) = von vornherein

19 3 posteriori (lat.) = im nachhinein
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Die Abschdtzung (8) gestattet es, vor Beginn der Rechnung eine Abschédtzung
durchzufthren und damit zu entscheiden, wie viele Iterationsschritte hochstens
notwendig sind, um die entsprechende Genauigkeit des Ergebnisses zu erreichen. Die
Abschédtzung (9) stitzt sich auf die letzten beiden Néherungen und ist in der Regel
genauer. In der praktischen Rechnung bricht man deshalb a posteriori ab, d. h., dai3
wahrend der Rechnung die Differenz di = [X« - X«.1| Uberwacht wird. Ist ndmlich ein

bestimmtes e a's zul&ssiger Restfehler gefordert, so 1a3 man iterieren, bis die Bedingung

idk£e
1-q

efilltist, denndannistauch e, £ e.
AbschlieRend noch einige Aussagen zur Konvergenzordnung des allgemeinen
Iterationsverfahrens. Ist die Funktion g(x) im Intervall [a, b] stetig differenzierbar, so
erhdlt man bel Anwendung des Mittelwertsatzes der Differentialrechnung
X1 = 906) = 9(X + (- X)) = g(X) + g (})(xc - X), (10)
iees = X1 = 197 ()] P - X1,
wobei x zwischen x, und X liegt. Da fur alle Funktionen g(x), die dem Banachschen

Fixpunktsatz genligen, rna%ﬁ|g¢(x)|<1 gilt, betragt nach (10) die Konvergenzordnung p

mindestens 1. Allerdings gibt es auch Félle, in denen eine hthere Konvergenzordnung p

zu erwarten ist. Dazu folgender Satz.

Die Funktion g(x) sai im Intervall [a, b] p-ma stetig differenzierbar. Fir die
eindeutig bestimmte Lésung x 1 [a, b] von g(x) gelte
g'(x)=g"(x)="=9¢""(x) =0,
gP(x)* 0.
Dann hat das Verfahren der sukzessiven Approximation
X1 =g(X), k=0,1, ...,
die Konvergenzordnung p.

Fur den Beweis sal auf [1] verwiesen.
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3.2.2 Programmierung
Das folgenden Struktogramm soll den Ablauf verdeutlichen:

Genauigkeit € eingeben
Eingabe vong(x)
Bestimmung der Lipschitz-Konstante q
ja\d 2 1 nein
%o
X =X,
WIEDERHOLE | z:=x
X = g(x)
d:=|x-z]
ad .
BIS T =€
Ausgabe x

Struktogramm 2: Das Allgemeine Iterationsverfahren

3.2.3 Darstellung mittels DERIVE
Der folgende Ausdruck definiert eine Funktion, die an die gegebene 2" 2-Matrix, welche

in jeder Position den Startwert enthdlt, mit jedem Iterationsschritt zwel weitere Zeilen
anhangt. Diese neuen Zeilen enthalten auf3er im ersten Element den iterierten Wert. Im
ersten Element steht noch der alte Wert. Dadurch erreicht man beim grafischen
Darstellen die typische Visuaisierungsfunktion, wie sie auch in der Beispielabbildung zu
sehenist.

ax Ut ax0 x00 u
PUNKTE(u,x,x0,n):= APPENDeI TERATESQ 8 8
8 ®ELEMENT(V 208U ugg x0 XOﬂ g

Beispiel 11:
Gegeben sai die Funktion f(x) = € - x - 3. Die Funktion besitzt im Intervall x T [1, 2]
eine Nullstelle, die mittels allgemeinem Iterationsverfahren ermittelt werden soll.

Unter Verwendung der Datei ,, APPROX. MTH* erhdt man folgenden Ablauf:

"Ei ne nogliche Funktion u(x) ist:"
u(x):= I n(x+3)
"Der Startwert sei x0 = 1, die Schrittanzahl gleich 4:"
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PUNKTE( u(X) , X, 1, 4)

1

1

1
. 38629
. 38629
. 47848
. 47848
. 49928
. 49928
. 50391

Py P> (D> P D) (D> D> P2 (D> (D> (D> D
N e e = = ==

"Damt ergi

1
1

NCNC/

38629
. 38629
. 478480
.478483
. 49928y,
. 499280
.50391Y
.503913

bt sich folgendes Bild:"

11

o

.20

.73

Ubrigens fiihrt die offensichtlichere Umformung x = € - 3 aus dem vorgegebenen

Intervall x 1 [1, 2], d. h., die Lipschitzbedingung ist hier verletzt.

Beispiel 12:
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Gegeben sai die Funktion f(x) = In x + 4% - 4. Die Funktion besitzt inx T (0, 1] eine
Nullstelle, die mittels allgemeinem Iterationsverfahren ermittelt werden soll. Unter
Verwendung der analogen Vorgehensweise wie im Beispiel 11 erhdlt man obige
Abbildung.

3.2.4 Darstellung mittels MAYA
Im Programm MAY A findet man das allgemeine Iterationsverfahren unter dem Punkt

Nullstellenbestimmung - Fixpunktiteration.

Beispiel 13:
In die Eingabemaske wird die bereits umgestellte Funktion g(x), der Definitions- und

Wertebereich eingegeben. Also
GX) = 1-0.25*LN(X)

X Intervall: Y Intervall:
Unt ergrenze 0.8 Unt ergrenze 0. 80
Qoer grenze 1.8 Qoer grenze 1.1
Startwert X 0: 1.5
Somit erh&lt man:

n
i —
-

T—AChse
g5
|

.B5

.9 1. 1.1 1,2 1.3 1.4 1.5
A—Achse

3.2.5 Darstellung mittels MathCad
Durch die einfache Bedienung von MathCad 183 sich das allgemeine Iterationsverfahren

sehr gut visualisieren (Datel ,, APPROX. MCD").
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Beispiel 14:
Gegeben sei die Funktion
f(x) ::% In(x) + 2:x -2 mitx:=0.8,0.81.. 1.6
Die in diesem Intervall liegende Nullstelle ist gesucht. Der Startwert sei:

Xo:= 1.5

Eine geeignete Umstellung der Funktion f(x) ist

1

gx)=1- 2 n(x)
Die Iterationsvorschrift fir das allgemeine Iterationsverfahren lautet:

Xk+1=0X) k=0,1,..
Damit beginnt die Iteration mit

X1:=0(Xo) Xx1=0.8986 g(x 1) = 1.0267
Fur die grafische Ausgabe bendtigt man die Vektoren w und v, welche die x-Komponenten
und y-Komponenten der Geraden senkrecht bzw. parallel zu den Achsen enthalt.

Wi=(Xo X1 X1 X1) '

Vi= (X1 X1 X1 g(x)) T

i==0..3 Gleichung der Ursprungsgeraden: y(x) = X

—
.
1
~_
0.95 ~—_
g
0.9 ———
0.85
0.8 0.9 1 11 1.2 13 1.4 15 16

Der néchste Iterationsschritt liefert:
X2:=0(X1) X,=1.0267 g(x,) =0.9934
Grafisch heif3t das:
Wi=(Xo X1 X1 X1 X1 X2 X2 X3)
Vi= (X1 X1 X1 X2 X2 X2 X2 g(X2) "
i:=0..7
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0.95

0.9

0.85
0.8 0.9 1 11 1.2 1.3 1.4 15 1.6

Der dritte Iterationsschritt liefert:
X3=0(X2) x3=0.9934  g(x3)=1.0017

....und grafisch somit:

0.95 =
0.9 o
0.85
0.8 0.9 1 1.1 1.2 1.3 1.4 15 1.6

Die grafische Darstellung des vierten Schrittes liefert kaum neue Informationen. Das

Ergebnis der Rechnung liefert die Werte x4 = 1.0017 und g(X 4) = 0.9996. o)

3.3 Die Newtonverfahren

3.3.1 Mathematische Beschreibung des klassischen Newtonverfahren

3.3.1.1 Iterationsvorschrift und Iterationsbedingungen

Zur Losung des Problems f(x) = O wird die Funktion f(x) in der Umgebung der gesuchten
Nullstelle X durch eine lineare Funktion ersetzt. Zu einem gewéhlten Naherungswert xo

berechnet man den Funktionswert f(xo) sowie die erste Ableitung f*(xo) und kann damit
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die Gleichung der Tangente im Punkt P(X,, Yo) an die Kurve
y = f(x) angeben

Yo = 1 xy).
X- X,

Uber Umformungen ergibt sich die lineare Funktion y = f(xo) + f'(Xo)(X - Xo), deren

Nullstelle einen verbesserten Naherungswert x, fur X liefert, namlich

o 109
fdx,)

Damit lautet der unter dem Namen Newtonverfahren'* bekannte Algorithmus

X, =

f(x
Xis1 = X - ff(xk))’ k=0, 1,
k

mit den Voraussetzungen, dal? f(x) im betrachteten Intervall stetig differenzierbar und

(11)

f’(x) * Oist. Die Abb. 7 zeigt die geometrische Interpretation des Newtonverfahrens.

v b S

Abb. 7: Das Newtonverfahren

Setzt man Ubrigens

f(x)
f&x)’

so erkennt man, dal3 es sich beim Newtonverfahren um einen Spezialfall des Verfahrens

9(¥) =X -

der sukzessiven Approximation handelt.

1 Sir Isaac Newton (1643 - 1727), englischer Physiker und Mathematiker
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3.3.1.2 Konvergenz des Verfahrens und Konvergenzordnung
Fur die Konvergenz des Newtonverfahrens |&3 sich folgender Satz angeben.

Ist die Funktion f(x) im Intervall, das eine Nullstelle X von f(x) enthalt,
zweima stetig differenzierbar und ist dort f°(x) * O, so gibt es ein Intervall
I,=(x"- D,x +D) derart, daR fir jeden Startwert xo I Ip das Newton-

Verfahren gegen X konvergiert.

Beweis:

Hierzu setzt man g(x) = x - % und hat zu zeigen, dal3 g(x) in Ip kontraktiv ist und Ip

in sich abbildet. Dann némlich folgt die Behauptung aus dem Banachschen Fixpunktsatz.
Die Ableitung f*’(x) ist stetig in Ip, und esgilt f’(x) * Oin Ip. Daher ist g’(x) in Ip Stetig.
Da andererseits g’(x') = 0 ist, existiert eine Umgebung Ip von X mit [g’(x)| < q < 1 fir
dlexT Ip, d. h., g(x) ist kontraktiv. Wegen

l9(x) - X' I=lg(x) - g(x)EQ[x- X |
bildet g(x) in diesem Fal das Intervall I in sich ab. O
Der Satz liefert nur eine lokale Konvergenzaussage, da keine Angaben Uber das Intervall
Io getroffen werden. Mit anderen Worten: das Verfahren konvergiert, wenn der
Startwert xo nahe genug an der zu bestimmenden Nullstelle liegt. Um den Startwert zu
bestimmen, verwendet man ein Verfahren zur Lokalisierung der Nullstelle.
Die Frage nach der Konvergenzordnung &3 sich einfach beantworten. Dazu verwendet

man den im Abschnitt 3.2.1 angegebenen Satz Uber die Konvergenzordnung und setzt
f(x)

g(x) =x- m . Unter der Voraussetzung der dreifach stetigen Differenzierbarkeit von
f(x), erhdt man
oot f(x) _ .
g(x)=x F4x) X,
o TEX)T(X)
=———=—=0,
90 = e
g00(x) =% ) 1 §im dligemeinen.

fax)
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Das heif¥, die Konvergenzordnung ist mindestens gleich 2.

Beispiel 15:
Sa f(x) :%Inx +2x- 2, mit0,5£ x £1,5. Das Newtonverfahren ergibt

1
_gInx +2x, - 2

Xer1 = X, Y k=0, 1, .... Der Startwert sei xo=0,8.
K X
0 08
1 0,994884486
2 0,9999973679
3 1

Tab. 3: Naherungswerte
Bereits nach dem dritten Schritt ergibt sich der Fixpunkt der Iteration. Der
Vergleich mit dem allgemeinen Iterationsverfahren (Tab. 1) zeigt hier eine
wesentlich schnellere Anndherung an den Fixpunkt, wie es wegen der hoheren

Konvergenzordnung des Newtonverfahren auch zu erwarten war. o

3.3.1.3 Fehlerabschatzungen
Gesucht snd nun die apriori- und aposteriori-Fehlerabschétizungen fir das

Newtonverfahren.
Fur die vorgegebene Gleichung f(x) = 0 liege die gesuchte Lésung X im Intervall [a, b],
und fir allex1 [a, b] sai [’(x)|3 m >0, [ (x)] £ M.
Man entwickelt nun f(x) an der Stelle x, mittels der Taylorschen Formel*?;
F(x) = £ (%) + FQx)(x- %) +3 f ®x)(x- x,)%,
xT (x,x.) bzw. xT (x,Xx).

Fur x = x wird f(x') = 0 und damit

12 Brook Taylor (1685 - 1731), englischer Mathematiker
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0= f(Xk)+f(I(Xk)(X* . Xk)+%f(lI(X)(X* - Xk)z!

A0 e ATH00C - x)’
fax,) fax,)

L A TE0(C - x)?
fax,)

Xiwr ™ X =X = X

X+t~ X = f&x)
2f dx,)

(Xk'X*)Za
* M *

X, .- X|E—Ix, - xX[.

|k+1 I 2m|k I2

Setzt man % = C und fuhrt die Abschétzung fort, so erhélt man schliefdlich die a-priori-

Abschétzung
Ix, - X'|[<C¥Yb- af', k=0,12,...
fUr das Abbrechen des Newtonverfahrens nach dem k-ten.

Die a-posteriori-Abschétzung folgt analog. Es gilt
FOen) = FO0) + TR (Xear = X ) +3 F 8X) (Xar - %),
X, T (Xt %) bzw. X, T (X, %40,
F(Xen) =3 F 8X) Xr = %)%,
[T (X)IE 3 MIXep - %P
Andererseitsist
f(en) = FOX) = (Xaa = X)) FEX,),
X, 1 (X, X)) bzw. x, T (x,%.,,)
und damit
[T (Xea) P Xy - X
Schliefdich ist die a-posteriori-Abschétzung

* M
|Xk+1' X IE%IXIHI_ Xklz-
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3.3.1.4 Programmierung
Das folgenden Struktogramm soll den Ablauf verdeutlichen:

Genauigkeit e eingeben

Eingabe von f(x) und f'(x)

X0

X=X,
WIEDERHOLE X = X - f(X)/f'(x)

BIS [f(x)] < e
Ausgabe x

Struktogramm 3: Das Newton-Verfahren

3.3.2 Darstellung mittels MAYA
Wiederum wéahlt man die Menifolge ,Nullstellenbestimmung - Funktionsweisen

verschiedener Verfahren®. Man beachte, dal3 das Programm MAYA die Eingabe der
Ableitung der Funktion f(x) fordert. Das Programm kann die Ableitung nicht selbstandig

berechnen.
Beispiel 16:
F(X) = SIN(X)
X Intervall: Y Intervall:
Unt ergrenze 1.6 Unt ergrenze -1
Qoer grenze 4.3 Qoer grenze 1
Verfahren (RRSINVIM: N Anzahl d. Iterationen: 10
N : Newt on- Ver fahren Startwert X 0 2
F(X) = CO5(X)
Die etwas Uberarbeitete grafische Darstellung ist in Abb. 7 zu sehen. o

3.3.3 Darstellung mittels DERIVE
Die Datei ,NEWrON. MTH* enthdlt eine Reihe von Funktionen, die zur Visualisierung des

Newtonverfahrens dienen. Neben der Berechnung der Iterationswerte durch die Funktion
NEW_COL, NEW_ROW bzw. NEWTON bestimmt die Funktion TANGENT die
Funktionsgleichung der Tangente an die Funktion f(x) im Startpunkt (xo, f(Xo)). Die
Zusammenfassung der Tangenten und vertikalen Verbindungsstiicke Ubernimmt die
Funktion TAN_FAM. Man betrachte hierzu folgendes Beispiel.
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Beispiel 17:
Gegeben sai die Funktion f(x) = x* - 2. Die Funktion besitzt im Intervall x T [0, 2]

ene Nullstdle, die mittels Newton-Verfahren ermittelt werden soll. Unter

Verwendung der Datel ,, NEWTON. MrH* erhalt man folgenden Ablauf:

"Ei ne nbgliche Funktion u(x) ist:"

u:=x?>-0.5

"Der Startwert sei x0 = 1, die Schrittanzahl gleich 2:"

NEW COL(u, x, 1, 2)

0. 70833

"Es erfol gt die Vorbereitung zum Darstellen:"

TAN_FAM u, 1, 2)

ée g (1)3 2x-1.5
0. 75 0.75 0

é% 0.75 0.0625@

1.5x- 10625

"Bitte OPTIONS STATE CONNECTED einstellen und dann u und
TAN_FAM pl ot t en”

Naturlich fihrt die Erhdhung der Schrittzahl zu einem genaueren Nullstellenwert, aber
die grafische Darstellung wird dadurch sehr schnell uniibersichtlich. o

3.3.4 Darstellung mittels MathCad

Durch die sehr schnelle Konvergenz des Verfahrens ist die Visuaisierung problematisch
(Datei ,,NEWTON. McD*). Deshab wird nach jedem Iterationsschritt die grafische
Darstellung vergrofiert.
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Beispiel 18:
Gegeben sei die Funktion
f(x):==e*-x-3 mitx:=1,1.01..2
Die in diesem Intervall liegende Nullstelle ist gesucht. Der Startwert sei:
Xo:= 1.1
Man bildet zuné&chst die Ableitung der Funktion f(x)
fr(x):=e“-1

Die Iterationsvorschrift fur das Newtonverfahren lautet:
X1 =X ™ f,<Xk>
f <xk>
Die Funktionsgleichung der Tangente (blau) an die Funktion f(x) im Punkt x ¢ lautet:
t(x) == 1'(X0) X(x - X0) + f(X o)
Damit beginnt die Iteration:
f <x 0>

Fur die grafische Ausgabe benétigt man den Vektor v, welche die Verbindungsgerade

k=0,1,...

x1=1647 f(x)=0543

zwischen f(x 1) und t(x 1) zeichnet.
vi=(t(xy) f(xy)) ' i:=0.3

3

1 1.1 1.2 1.3 1.4 15 1.6 1.7 1.8 1.9 2

Der nachste lterationsschritt liefert:

f(x
Xoi=Xq- f'<<x11>> X2 =1517  f(xp) =0.042

Die vergroRerte Grafik zeigt:



3 Iterationsverfahren Seite 35

0.5

—0.5

1.4 1.45 15 1.55 1.6 1.65

Der dritte Iterationsschritt liefert:

fxg)

X o () x3=1505 f(x 3] =0.00031

X3‘*

Somit ergibt sich bereits nach dem dritten Schritt der iterierte Wert x o= 1.505. Eine weitere

grafische Auflésung ist an dieser Stelle nicht mehr sinnvoll. o

3.3.5 Mathematische Beschreibung des Modifiziertes Newtonverfahren

Eine Bedingung des Newtonverfahrens ist, dald f/(x) * O in dem zu betrachtenden
Intervall sein mul3. Bel einer mehrfachen Nullstelle ist diese Bedingung aber verletzt, da
bel einer Nullstelle der Vielfachheit m

f(X)=PX)=...=F™x)=0, )10

gilt. Man erhdt fir m = 2 unter Verwendung der Ublichen Iterationsvorschrift und unter
Beachtung der L’ HOsPITALschen Regeln®®
f(x) f &x)
x@x  fE(X)
i L0080 + £ (0 £ )
X® X 2f qx) f &x)

1 . fax)fax)+f(x)f@(x)
—+1lim

2 xex 2f @ (x)+2f qx) f @Kx)
1
2

13 Marquis de I'Hospital (1661 - 1704), franzosischer Mathematiker; vertffentlichte die von Johann Bernoulli
(1667 - 1748) aufgestellten Regeln erstmals
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wenn man f(x) als viermal stetig differenzierbar voraussetzt. Das Newtonverfahren hat in
diesem Fall die Konvergenzordnung 1, kann aber grundsétzlich angewandt werden.
Allerdings mu3 bel der Forderung f’(x) * O fur ale x aus dem betrachtetem Intervall den
Punkt X ausgeschlossen werden. Méchte man wieder die Konvergenzordnung 2

erreichen, so muld das Newtonverfahren modifiziert werden.

Die Funktion f(x) sei (m + 1)-mal stetig differenzierbar in einem Intervall 1, in dem sie
eine Nullselle x der Vidfachheit m 3 2 besitzt. Dann gibt es ein Intervall

Ipb= (X - D,x + D), indem das Iterationsverfahren

)

F&x,)

Xip = X -

fir jeden Startwert xo 1 15 konvergiert und mindestens die K onvergenzordnung 2 hat.
Der Beweisist in [1] ausfuhrlich dargestellt.

In der so dargestellten Fassung hat das Verfahren alerdings den Nachteil, dal3 die
Vielfachheit der Nullstelle in den seltensten Falen bekannt ist. Dennoch &% sich ein

guadratisch konvergentes Verfahren angeben:

. f (%)
Xk+1_Xk m(Xk) f(I(Xk)
mit m(xk):l_ f(xkl)fcn‘(xk)’ k=0,12,...

f & (x)
und es gilt gleichzeitig
1|®ngxk =x und 1|®ngm(xk) =m.
Beispiel 19:
S f(x)=x>+11x" +42x® +54x*-27x-81, mit -4£x£-2. Es liegt im
angegebenen Intervall eine Nullstelle unbekannter Vielfachheit. Das modifizierte
Newton-Verfahren ergibt nach Bildung der Ableitungen sowie Einsetzen und

Kirzen in der entsprechenden Formel
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(x, - D(5x7 +14x, - 3)
Bx;? - 2x, +13

Xipp = X -

mit dem Startwert xg= -2.

Xk
-2
-2,891891892
-2,999228544
-2,999999963
-3

A W N L O ®

Tab. 4. Néherungswerte
Hétte man nicht mit dem modifizierten Newtonverfahren, sondern mit dem

klassischen Newtonverfahren gerechnet, ergebe sich folgende Tabelle:

Xk

-2
-2,272727273
-2,465240642
-2,604295242
-2,706013261
-2,780997003
-2,83655222

o 01~ WON BB O X

Tab. 5: Naherungswerte
Hierbei erkennt man deutlich den ,Verlust* der quadratischen Konvergenz der

Newtonverfahrens, wenn es sich um mehrfache Nullstellen handelt.

3.3.6 Mathematische Beschreibung des Vereinfachten Newtonverfahrens
Trotz seiner quadratischen Konvergenz ist das Newtonverfahren sehr aufwendig, da in

jedem lterationsschritt der Funktions- und Ableitungswert neu berechnet werden mul3.
Beim vereinfachten Newton-Verfahren hingegen berechnet man den Ableitungswert nur

ein mal. Die Iterationsvorschrift ist demnach



3 Iterationsverfahren Seite 38

f(x
Xeop = X, - % k=0,1,...
0

Das hat zur Folge, dal3 sich die Konvergenz verlangsamt.

Die geometrische Interpretation des vereinfachten Newtonverfahrens zeigt, dal3 nur im
ersten Schritt die Tangente an die Funktion in Startpunkt berechnet wird. Jeder weitere
Schritt  verschiebt die Tangente paralled zum jewelligen Funktionswert des

Iterationspunktes.

Ay y=f(x)

e

Abb. 8: Vereinfachtes Newtonverfahren

3.4 Sekantenverfahren - Regula falsi

3.4.1 Mathematische Beschreibung
Das Newtonverfahren hat den Nachteil, dal3 bei jedem Schritt der Funktionswert f(xy)

und der Ableitungswert f’(xx) berechnet werden missen. Dieser Aufwand kann etwas
reduziert werden, indem statt der im Newton-Verfahren auftretende Ableitung f*(xx) der

Differenzenquotient

f(x)- f(X.1)
X = Xoq
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eingesetzt wird. So entsteht ein weiteres Iterationsverfahren - das Sekantenverfahren
oder auch Regulafals*. Es besitzt die VVorschrift

X = Xiq
f(x)- f(x.,)

Xear = X - F(X,) k=12,... (12

und bendtigt zwei Startwerte.

Uber einfache Umformungen erhélt man die numerisch giingtigere Form

_ f(Xk)Xk-l_ f(Xk-l)Xk k:L2

X +
o F(x)- f(X.0)
Geometrisch bedeutet das Verfahren, durch die Punkte (Xo, f(Xo)) und (X1, f(xy)) ist eine

Sekante zu legen. Der Schnittpunkt der Sekante mit der Abszisse liefert den ersten
Naherungswert x, fir x'. Durch den neu entstandenen Punkt (x,, f(x2)) und den aten
vorhergehenden Punkt (x;, f(x;)) wird wiederum eine Sekante gelegt und der

Naherungswert x; gefunden, usw.

y A y=f) /

xo xl X3 X X2

= Y

Abb. 9: Das Sekantenverfahren. Die Sekanten wurden geméald ihrer Entstehung numeriert.
Die Konvergenz und die Konvergenzordnung lassen sich nicht mit den hier hergeleiteten
Sdtizen bestimmen. In [2] findet man ene ausfuhrliche Herleitung der

Konvergenzordnung, die fir dieses Verfahren bei p » 1,62 liegt. Es zeigt sich aso, dal3

14 regulafas (lat.) =, Regel des Falschen® - davon Sekanten ausgegangen wird
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das sch Sekantenverfahren bezlglich der Konvergenzordnung zwischen dem
allgemeinen Iterationsverfahren und dem Newton-Verfahren befindet.

Es existieren alerdings noch zwel weitere Formen der Regula falsi. Zum einen die
sogenannte Primitivform. Bei dieser achtet man darauf, dal3 die Funktionswerte f(xi) und
f(X«-1) immer entgegengesetzte Vorzeichen haben. Die Iterationsvorschrift lautet demnach
X, = X,

(00)- Fx)’

wobei n der grofdte Index unterhalb von k ist, fur den f(xc) xf(x,) < O mit f(x) * O und

Xear = X - F(X,) k=12,..., n=01...

f(xn) * O gilt. FUr die Startwerte xo und x; mufd somit auch f(xo) xf(x;) < 0 sein. Die
Primitivform besitzt die Konvergenzordnung 1.

In der zweiten, primitiven Variante bleibt der erste Startwert xg fur ale Iterationsschritte
bestehen und dient als Bezugspunkt. Es wird also immer eine Sekante durch den Punkt
(xg, f(xg)) und den aus der Iteration entstandenen Punkt (xg, f(xx)) gelegt. Damit ergibt
sich die Iterationsvorschrift zu

X, - Xg

F(x)- f(xg)’

Die Aussagen zum Sekantenverfahren fordern immer eine einfache Nullstelle. Handelt es

Xesg = X - T(X,) k=12,...

sich namlich um eine mehrfache Nullstelle, so konvergiert das Verfahren zwar, aber die
hohe Konvergenzordnung geht verloren. Um die Konvergenz auch bei mehrfachen
Nullstellen zu sichern, mufd man das V erfahren abwandeln.

Ist X' eine Nullstelle der Vielfachheit m und f und [f ™(x)| in der Umgebung von x’
beschrénkt, soist X einfache Nullstelle der Funktion h mit
f*(x)

") = T o) - T

(13)

und |h’(x)] beschrénkt in der Umgebung von x. Verwendet man in der
Iterationsvorschrift der Regula falsi (12) statt f die Funktion h gemds ihrer Definition
(13), so konvergiert diese modifizierte Regulafals ebenfalls von der Ordnung g » 1,62
gegen die mehrfache Nullstelle x” von f. Der Beweis dieser Aussage ist in [2] zu finden.
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3.4.2 Programmierung
Den Algorithmus der Regulafals zeigt folgendes Struktogramm.

Genauigkeit € eingeben

Xy

X
1

WIEDERHOLE | X := X, - f(Xo) (X0 - % )(f0g ) - f(x ))
Ausgabe x

X1 = X0

=X

0

BIS If(X)] < e

Struktogramm 4: Die Regulafals
Das Struktogramm fir die Primitivform der Regulafals bendtigt noch eine zusétzliche

Abfrage.

Genauigkeit € eingeben

Xy

X
1

WIEDERHOLE | X := X, - f(Xo) (%0 - % )(f0g ) - f(x ))
Ausgabe x
_ f(xp)f(x ) <0 _
ja nein
)(1 =X X0 =X

BIS |f(X)] < e

Struktogramm 5: Die Primitivform der Regulafalsi

3.4.3 Darstellung mittels MAYA
Wiederum wéahlt man die Menifolge ,Nullstellenbestimmung - Funktionsweisen

verschiedener Verfahren“. Man beachte, dal3 das Programm MAYA unter der Regula
fas die Primitivform und unter dem Sekantenverfahren die eigentliche Regula falsi
versteht. Ein Ergebnis des Sekantenverfahrens zeigt Abb. 9.

3.4.4 Darstellung mittels DERIVE
Die Datel ,REGULA. MTH* enthdlt zwel Beispid fur die Anwendung der Regula fals mit

DERIVE. Da immer die letzten beiden Werte bzw. die beiden Startwerte in die
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Berechnung einflief3en, ist die grafische Darstellung nicht moglich. Allein die Berechnung
bedarf einiger Tricks, so dal3 an dieser Stelle nur die Primitivform betrachtet werden soll.
Beispiel 20:
Gegeben sai die Funktion f(x) = x* - 2. Die Funktion besitzt im Intervall x T [0, 2]
eine Nullstelle, die mittels Regula falsi ermittelt werden soll. Unter Verwendung der

Datel ,REGULA. MrH* erhadlt man folgenden Ablauf:

"Definieren zundchst die Startwerte und die zu betracht ende
Funktion u"
i :=1[a, b]
u(x) := x? - 2
"Bendti gen nun fol gende Funktionen:"
SEK(i) := ELEMENT(i,1) +
U(ELEMENT(i, 1)) (ELEMENT(i,2) - ELEMENT(i, 1))
U(ELEMENT(i, 1)) - U ELEMENT(i , 2))

REK(i) := I F(UCELEMENT(i, 1)) U(SEK(i)) < O,

[ ELEMENT(i, 1), SEK(i)], [SEK(i),ELEMENT(i,2)])
REGULA(s, v, n) := | TERATES(v, w, s, n)
"Beispiel 1:"
REGULA([ 1, 2], REK(wW), 3)
ol 20
¢4 2%

o

¢L 2:
& 2y

3.4.5 Darstellung mittels MathCad
Die Visuaiserung der Regulafas ist unproblematisch. Die Datel ,,REGULA. MCD* enthélt

dieses Beispiel zur gewohnlichen Regulafals.

Beispiel 21:
Gegeben sei die Funktion
f(x) := X2 -2x + 1 mit x :=-3.5, -3.4 .. -0.5
Die in diesem Intervall liegende Nullstelle ist gesucht. Die Iterationsvorschrift flr die Regula
falsi lautet:
- f<xk> Xy q ~ f<xk7 1) "Xy
f<xk> - f<xk7 1)
Waéhlen als Startwerte
Xq1:=-3 X, :=-2.5

Damit beginnt die Iteration
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) f<x 2>-x 1~ f<x 1>-x2

B kg fxy)

X g =-2.084

f<x 3> =-2.887

Die folgenden Vektoren werden fir die Visualisierung benétigt. Der Vektor v enthélt die x-

Komponenten, der Vektor w die y-Komponenten der zu zeichnenden Punkte.

Vi= (X1 X2 X3 X3)'

w = (f(x1) f(x2) 0 f(xg))' i:=0.1

Die grafische Darstellung zeigt die Sekante zwischen den Funktionswerten der beiden

Startwerte, den Schnittpunkt mit der Abszisse und die Projektion auf die Funktion f(x):

10
0 -
-10
—20 —
//
. o
30 //
—3.5 -3 —25 -2 —1.5
Damit ergeben sich die neuen Startwerte
X =-2.5 X3 =-2.084
... und die Iteration zu
f(X2)'Xo—f(X5)X
3) "2 2)7*3
X g *y 2 X 4=-1875  f(x4) =-0844

f(xg) ~flxp)
Vi= (X1 X2 X3 X3 X2 Xa Xa)'

w = (f(x1) f(x2) O f(xs) f(x2) O f(x4))" i=0.1
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-5

—10

—15

—20
—35 -3 —25 -2 -15

Der dritte Iterationsschritt liefert den Wert x5 = -1.789. o

Wird obiges Beispidd mit der Primitivform der Regula fas gerechnet (Datei
»FALSI _PR MCD"), so ergibt sich nach dem dritten Iterationsschritt der Wert xs = - 1.605

und folgende Abbildung:

5

—10
-3 —25 -2 —15 -1 —05 0

Hierbel wurden als Startwerte x; = -2.5 und x, = -0.5 gewahlt. o

3.5 Steffensen-Verfahren

3.5.1 Mathematische Beschreibung
Es liege eine zur Gleichung f(x) = 0in | = [a, b] &guivaente Gleichung x = g(x) vor; X

s in (a, b) die einzige Losung von f(x) = 0 bzw. x = g(x). Gemal? dem Banachschen
Fixpunktsatz (Seite 20) konvergiert das Iterationsverfahren mit der Schrittfunktion g
gegen x , sofern Uberall in | gelten
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(i) lg°™[£q<1 (i) g T 1.
Mit der Schrittfunktion g &3 sich nun ein Iterationsverfahren aufbauen, das sowohl fir
lg’()| < 1 as auch fir |g°(x)] > 1 gegen x konvergiert, und zwar quadratisch. Dieses
Verfahren heildt Steffensen-Verfahren oder Verfahren der linearen Extrapolation und
besitzt gegeniber dem Newtonverfahren den Vorteil, bel gleicher Konvergenz ohne
Ableitungen auszukommen.
Ausgehend vom Verfahren xu1 = g(x), kK = 0, 1, ..., geht man zur glnstigeren
Iterationsvorschrift

X1 = G(x), k=0,1, ...,
tber, indem man folgende anschauliche Uberlegung verwendet (siehe auch Abb. 10):
Zunéchst fuhrt man zwei Iterationsschritte nach der ,, alten” Vorschrift .1 = g(x«) durch,
d.h., man bestimmt g(xo) und g(g(xo)). Dann legt man durch die Punkte (o, g(Xo)) und
(9(x0), 9(g(x0))) die Verbindungsgerade und bestimmt deren Schnittstelle X mit der
Geraden y = x. Diesen Wert verwendet man als neuen Naherungswert und wiederholt
den Vorgang. Die Gleichung fir die Sehne lautet
1900+ 9(x)

9(X) - X

und fir die Schnittpunktskoordinate X erhalt man
X9(9(%)) - (9(%,))°
9(9(Xo)) - 29(Xo) + X

(Hinweis: Der Nenner wird Null, wenn die Sehne parallel zur Geraden y = x verlauft).

y = 9(%) +(x- x

X =

Verwendet man nun X as neuen Naherungswert x; und wiederholt diesen Vorgang, so

erhdt man folgende Iterationsvorschrift:

X1y = X, - (g(Xk)' Xk)2 k=012, ...
g(9(x)) - 29(%,) + X,

bzw. etwas umgeformt

_ %9006)- (906)° o 1a (14)
9(9(%)) - 29(x )+, ' o

k+1
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(9(x0), 9(9(x0)))

(X0, (X))

y=9(x)

X1 = Ig(xo) xl X x

Abb. 10: Das Steffensen-V erfahren nach dem ersten Iterationsschritt

Man kann zeigen, dal3 das Verfahren mit der Konvergenzordnung gleich zwei gegen die
gesuchte Lésung X konvergiert fur jedem Startwert xo aus einem (hinreichend kleinem)
Intervall um X', wenn g(x) in diesem Intervall dreimal stetig differenzierbar ist und gilt
g’(x) * 1. Den Beweis hierzu findet man in [2]. Nachteil dieses Verfahrensist, dal3 es nur
im Fale einfacher Nullstellen anwendbar ist. Deshab benétigt man ein modifiziertes

Steffensen-V erfahren fur mehrfache Nullstellen.

Das folgende modifizierte Verfahren von Steffensen ist im Falle mehrfacher Nullstellen
anzuwenden; es liefert die Nullstelle und deren Vielfachheit.

Die Funktion g sein in I = [a, b] hinreichend oft differenzierbar und die Gleichung
x = g(x) mit g(x) = x - f(x) besitze in (a, b) eine einzige Lésung x der Vidfachheit

m 3 2. Dann konvergiert das Iterationsverfahren

(z(%))’
(Z(Xk))z +(Xk - g(Xk))(Z(Xk) + g(zxk - g(Xk )) - Xk)

und z(x) = g(9(x,)) - 29(%,) *+ X,

fir jeden beliebigen Startwert X, 1 1 von mindestens zweiter Ordnung gegen X ; es gilt

mit m(x, ) =

gleichzeitig
lgngm(xk):m.
Hinwels: Zur Vermeidung ener Anhdufung von Rundungsfehlern sollte hier mit

doppelter Wortlange gerechnet werden.
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3.5.2 Programmierung
Das folgenden Struktogramm soll den Ablauf verdeutlichen:

Genauigkeit € eingeben

Eingabe vong(x)

Xo

X = )%
WIEDERHOLE —xg(g(¥)) - (@())?
X900 - 2909 + x
BIS If(x)] < €
Ausgabe x

Struktogramm 6: Das Steffensen-Verfahren

3.5.3 Darstellung mittels MAYA
Im Programm MAY A findet man das allgemeine Iterationsverfahren unter dem Punkt

Nullstellenbestimmung - Fixpunktiteration und Steffensen-Verfahren.

Beispiel 22:
In die Eingabemaske wird die bereits umgestellte Funktion g(x), der Definitions- und
Wertebereich eingegeben. Man beachte, dal3 bel einer zu grof3en Anzahl von
Iterationen das Programm die Fehlermeldung ,,Nenner wird Nul | “ ausgibt und die
iterierte Nullstelle gleich Null setzt, obwohl die Grafik korrekt angezeigt wird.

G(X) = 0.5%(X+2/X)

X Intervall: Y Intervall:

Unt ergrenze 1 Unt er grenze 0

ohergrenze 4.1 hergrenze 2.5
Startwert X O: 3

Ver f ahr en: S

Anzahl der Iterationen: 2

Somit erhalt man:
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oo - :
Cd
U
<|i |
3_ [Ty
.
&
o
| | | | | | | | |
1.4 1.8 2.2 2.6 3.
X-AcChse
In MAY A verwirrt zunéchst die Parallele zur x-Achse. Diese Gerade dient jedoch der
grafischen Bestimmung des Punktes (g(Xo), 9(9(Xo)))- a

3.5.4 Darstellung mittels DERIVE
Um das Steffensen-Verfahren mit DERIVE grafisch zu behandeln, missen zwel

Funktionen definiert werden. Zum einen die einfach zu programmierende Funktion (14)

und eine zum Erstellen der Visualisierungpunkte. Diese hat die Gestalt

é e ® X ux) 60 a0 x09 u
e ¢ Cux  uux) T %o xom U
PUNKTE( X0, n) : = APPENDA TERATESG M v, G = nU
a g@ ELEMENT(v, 1, 3) S(X) S(x) — x0 x0- a
g e sx) usx)eg exo xog {

Hierbel entspricht s(x) der Funktion (14) und u(x) der Funktion g(x). Mit dieser Funktion
ist nun eine Visualiserung moglich. Allerdings mul3 bel der Berechnung der Punkte
etwas mehr Zeit eingeplant werden.
Beispiel 23:
Gegeben sei die Funktion f(x) = 3%n(x) + 4% - 4. Die Funktion besitzt im Intervall x 1
[0, 2] eine Nullstelle, die mittels Steffensen-Verfahren ermittelt werden soll. Unter
Verwendung der Datel , STEFFEN. MTH* erhdlt man folgende Grafik:
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12z

11.5

11

l9.5 L
8.5 1 1.5 2

3.5.5 Darstellung mittels MathCad
Die Datei ,, STEFF_1. McD" enthélt folgendes Beispidl.

Beispiel 24:
Gegeben sei die Funktion
f(x) := 34#n(x) + 4% - 4 mit x := 0.01, 0.02 .. 3
Die in diesem Intervall liegende Nullstelle ist gesucht. Der Startwert liegt bei:
Xo:=2

Eine geeignete Umstellung der Funktion f(x) ist:
3
gx) =1 - 1 xIn(x)
Die Iterationsvorschrift fiir das Steffensen-Verfahren lautet:

x-9(9(x)) ~ 9(x)°
9(g(x)) — 2:9(x) + x

Xk+1=G<Xk> mit  G(x) =

Damit beginnt die Iteration
X1=G(Xo) x1=1.10811
Die folgenden Vektoren werden fir die Visualisierung benétigt. Der Vektor v enthélt die x-
Komponenten, der Vektor w die y-Komponenten der zu zeichnenden Punkte.
Vi=(Xo g(Xo) X1 X1)' y(X) :=x
W= (g(xo) 9(g(Xo) 0 g(x1))" i=0.1
Die grafische Darstellung zeigt die Sekante, den Schnittpunkt mit der Winkelhalbierenden

und die Projektion auf die Funktion g(x):
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15

0.5

0.5 1 15 2 25
Nachster Iterationsschritt liefert:
X2:=G(X;) XxX,=1.00176
Vi= (X1 g(X1) X2 X2)' y(X) == X
w = (g(x1) 9(g(x1) 0 g(x2))" i=0.1

08—
0.8 0.85 0.9 0.95 1 1.05 11 1.15

Der dritte Iterationsschritt liefert bereits den exakten Nullstellenwert x 3 = 1. o)

Dal das Steffensen-Verfahrens auch dann konvergiert, wenn das algemeine
Iterationsverfahren versagt, zeigt der Vergleich der beiden Verfahren mit der Funktion
f(x) = 2%° - x und dem Startwert x, = 1. Die Iterationsbedingung [f’(x)| < 1 ist in der
Umgebung der Nullstelle nicht erfillt und somit ist keine Konvergenz der iterierten
Werte vorhanden. Das Steffensen-Verfahren hingegen konvergiert gegen die Nullstelle x”

1
5.

Man betrachte dazu folgende Abbildungen der Verfahren (Dateien ,STEFF_2. MCD*

und ,, APPROX_2. NCD").
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10

a)

10

b)

Abb. 11: Vergleich des algemeinen Iterationsverfahrens mit dem Steffensen-Verfahren. Hierbel zeigt
die Abbildung a) das Versagen des algemeinen lterationsverfahrens und b) das Steffensen-
Verfahren, wobei in beiden Féllen der Startpunkt xo = 1 gewahlt wurde..

4 Ausblick

Weiter Verfahren, wie etwa das Verfahren von Aiken, von Anderson - Bjorck, von King
oder das Pegasus-Verfahren sind in ihrer Beschreibung nicht einfacher und sollen nicht
Bestandteil dieser Arbeit sein [2].

Ein Ausbau der Arbeit konnte den Schritt zu chaotischen Verldufen zu nehmen. Die
Funktion g(x) = axX1 - x) wird dabei mit dem Phanomen Chaos in Verbindung gebracht.
Dabei betrachtet man die Iterationsfolge fir x T [0, 1] in Abhangigkeit von
verschiedenen Parameterwerten a £ 4. Siehe hierzu auch [8] Seite 183ff. Aul3erdem wére

die Behandlung des Ldsens von Gle chungssystemen mittels Iterationsverfahren denkbar

[2].
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